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Специфика формирования математической модели объекта с помощью расширенного узлового 
метода позволяет расширить возможности программных комплексов анализа динамических 
систем модальным анализом, что существенно расширяет функциональные возможности ком-
плекса. В статье предлагается вариант модификации математической модели объекта, сформи-
рованной в рамках анализа во временной области, для возможности модального анализа (опре-
деления собственных частот и собственных векторов). Предложенное решение реализовано в 
математическом ядре программного комплекса PRADIS Gen2 ПА-8. Приведены расчеты тесто-
вых схем, показавшие корректность предлагаемой методики. 
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Введение 
Анализ собственных частот и собственных форм (модальный анализ)[1], как проект-
ная процедура, имеет ряд преимуществ перед анализом в частотной области и должен 
реализовываться в универсальных программных комплексах анализа динамических сис-
тем.  
В статье предлагается вариант преобразования системы уравнений, сформированных 
расширенным узловым методом при решении задачи динамического анализа, для нахож-
дения собственных частот и собственных векторов.  
Существуют несколько методов формирования математических моделей систем 
(ММС), среди которых, например, метод переменных состояния (МПС) [2], табличный 
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[3], классический узловой [4] и другие. Отличаются методы своим базисом, то есть набо-
ром переменных, включаемых в вектор неизвестных. Отсюда вытекают достоинства и не-
достатки каждого из методов. МПС позволяет получить ММС в нормальной форме Коши, 
но ориентирован на явные методы интегрирования и применялся в первом поколении про-
грамм анализа [2]. Табличный метод позволяет снять большинство ограничений на вид 
компонентного уравнения, но не умеет без препроцессора работать с многополюсными 
элементами и библиотека математических моделей компонентов этого метода связана с 
библиотекой методов численного интегрирования. Узловой метод обладает простым про-
смотровым алгоритмом формирования ММС, в том числе и для многополюсных компо-
нентов, но не пригоден для модального анализа. 
Поскольку анализ собственных значений и, соответственно, собственных частот вы-
полняется для систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) второго или 
первого порядка, разрешенных относительно производных по времени, то среди методов 
формирования ММС претендовать на роль метода, позволяющего выполнять модальный 
анализ могут только такие, в базис которых входят производные по времени. К таким от-
носится расширенный узловой метод [5]. К его достоинствам относятся простой просмот-
ровый алгоритм формирования ММС, в том числе и для многополюсных компонентов; 
независимость библиотеки математических моделей компонентов от библиотеки методов 
численного интегрирования ОДУ; инвариантность ММС к временному и частотному ана-
лизу. Возможность реализации модального анализа для этого метода формирования ММС 
даст еще более веские основания для его использования в программных комплексах ана-
лиза динамических систем. 
Корректность подхода показана на тестовых примерах. Приведено сравнение резуль-
татов расчетов аналитическим методом и численным методом с помощью реализации в 
программном комплексе PRADIS Gen2 на математическом ядре ПА-8 [6].  
Процедуру приведения ММС к нормальной форме Коши можно распространить и на 
другие пакеты математического моделирования, в которых математическая модель пред-
ставлена в виде системы дифференциально-алгебраических уравнений. 
Описание исходной модели 
Далее в качестве физической подсистемы, для которой рассматривается методика 
расчета, будет использована электрическая подсистема, хотя, согласно аналогиям физиче-
ских подсистем [7], методика будет справедлива для подсистем любой физической приро-
ды и их сочетаний. В качестве метода формирования математической модели системы 
(ММС) в комплексе PRADIS Gen2 используется расширенный узловой метод, базис кото-
рого (вектор неизвестных) составляют векторы: производных переменных состояния; пе-
ременных состояния; узловых потенциалов и токов идеальных источников ЭДС [5]. Под 
переменными состояния будем понимать величины непосредственно характеризующие 
запасы энергии в системе, то есть величины   – напряжения на емкостях и    – токи в ин-
дуктивностях. 
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Замкнутая система уравнений для такого базиса получается с использованием сле-
дующего набора уравнений (ММС): 
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Здесь (1) – уравнения численного интегрирования;          ; (2) – топологические 
уравнения емкостных элементов С; (3) – компонентно-топологические уравнения индук-
тивных элементов L; (4) – уравнения равновесия для узлов схемы; (5) – компонентно-
топологические уравнения элементов идеальных источников э.д.с.; Е,  – узловые потен-
циалы;    – вектор токов источников э.д.с. 
Анализ собственных частот и собственных векторов для ММС, заданной в 
дифференциально-алгебраической форме 
Традиционно анализ собственных значений и собственных векторов рассматривается 
для механических подсистем на основе матриц масс и жесткостей [8,9,10,15], или для 
ММС, заданных в нормальной форме Коши [11]. Рассмотрим способ расчета собственных 
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Здесь   – вектор переменных состояния;   – вектор остальных неизвестных системы; 
 - время. Анализ собственных значений и собственных векторов может быть выполнен 
или для линейной или линеаризованной системы, поэтому уравнение (6) запишем в ли-
















































В итоге имеем систему дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши и, 
если представить вектор неизвестных в виде        , то получим линеаризованную сис-
тему уравнений в виде: 
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Для матрицы   и следует искать собственные значения и собственные векторы. 
Для того, чтобы ММС, сформированную с помощью расширенного узлового метода 
можно было бы представить в виде (10) потребуются некоторые преобразования из-за то-
го, что в уравнение (4) может входить сразу несколько производных по времени. Проил-
люстрируем это на примере схемы, представленной на рис.1.  
 
Рис.1 Расчетная схема. 
 
ММС схемы, представленной на рис.1, с учетом номеров узлов и направлений токов, 
показанных на рисунке, полученная расширенным узловым методом, без учета формул 
интегрирования, выглядит следующим образом: 
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Уравнения для индуктивностей в данной модели могут быть представлены в форме 
(10), например 
    
  
           . Но токи емкостей, которые определяются через про-
изводную напряжения по времени, могут входить в одно уравнение, что иллюстрирует 
уравнение для узла 2  
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Это уравнение содержит несколько производных и не может быть представлено в ви-
де (10). 
Разрешить подобные ситуации можно путем введения дополнительных переменных 
типа 
   
  
  . В этом случае ММС схемы рис.1 примет вид: 
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То есть ММС получила вид уравнений (6) и (7). В общем случае преобразованную 
ММС в матричном виде можно записать следующим образом:  
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Преимуществом такого преобразования модели является возможность использовать 
матрицу Якоби, полученную после временного анализа, практически без изменения для 
формирования матрицы А в виде (11), для получения собственных значений и собствен-
ных векторов. 
Примеры расчета собственных частот и собственных векторов 
Ниже представлены примеры решения задачи модального анализа на основе предла-
гаемого подхода.  
Пример1. Для трехмассовой системы (рис.2), состоящей из масс m1, m2 и m3, пружин 
С1, С2, С3 и элементов трения К1, К2, К3, были получены собственные частоты и собст-
венные векторы для ММС, полученной в нормальной форме Коши и для ММС, получен-
ной расширенным узловым методом. 
 
Рис.2 Схема трехмассовой система 
 
Параметры системы, представленной на рис.2: 
          ,   =100,   =30,   =70,             . 
Собственные частоты в обоих расчетах совпадают и равны 
  =13,065,   =10,906,  =3,216. 
Собственные частоты вычисляются как модули собственных векторов. Значения в 
собственных векторах различны, но соотношения модулей комплексных чисел собствен-
ных векторов, которые показывают соотношение амплитуд колебаний – одинаковы. 
Пример 2. Тестовый расчет был выполнен также для объекта, показанного на рис.3 
 
Рис.3 Схема тестового трехмерного объекта 
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Для массы, закрепленной на стержне имеются аналитические выражения для расчета 
собственных частот [13,14].  
Параметры системы, представленной на рис.2: масса m=46,8 кг, центральные момен-
ты инерции относительно осей X,Y,Zравны    0,507     
 ,    0,39     
 , 
   0,195     
  соответственно; длина стержня  =1м; площадь поперечного сечения 
         ; модуль Юнга E= 2*    
 
  




Собственные частоты продольных, поперечных, крутильных и изгибных колебаний 
рассчитывалась по формулам: 
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здесь     – собственная частота продольных колебаний;               –собственные час-
тоты поперечных колебаний для осей Y и Z соответственно;    - собственная частота 
крутильных колебаний относительно оси X;       ,       - собственные частоты изгибных 
колебаний для осей Y и Z соответственно;    ,     – моменты инерции сечений стержня для 
оси Y и для оси Z соответственно;    - полярный момент сечения вокруг оси X;          – 
центральные моменты инерции тела массой m.  
Данная задача колебаний защемленной балки с массой была решена на основе предла-
гаемого подхода в модуле модального анализа программного комплекса PRADIS Gen2. 
Полученные результаты и сравнение с аналитическим расчетом показаны в таблице 1. 







Продольная вдоль оси X 653,7 653,72 0.003  
Изгибная в плоскости XY 3,26 3,25 0.307 
Изгибная в плоскости XZ 3,26 3,24 0.613  
Крутильная вокруг оси X 16.23 16,23 0 
Крутильная вокруг оси Y 41,3 41,7 0.969 
Крутильная вокруг оси Z 58,47 58,7 0.393  
Заключение 
В статье показано как для расширенного узлового базиса выполнить преобразование, 
позволяющее получить форму уравнений математической модели, для которой возможно 
определение собственных частот и форм колебаний.  
Приведены результаты тестового моделирования, показавшие корректность исполь-
зуемого подхода. 
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Необходимую матрицу для модального анализа можно формировать в любой момент 
времени динамического анализа, используя якобиан, полученный в динамическом анали-
зе. Данную матрицу можно использовать и для решения задачи частотного анализа. Под-
ход позволяет выполнять модальный и частотный анализы как для линейных, так и для 
нелинейных систем.  
Предложенное решение реализовано в математическом ядре программного комплекса 
PRADIS Gen2 ПА-8, что позволило расширить его функциональные возможности опера-
тором модального анализа.  
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The article proposes an option for transforming a mathematical model of the object, formed 
by the extended nodal method in the time-domain solution for modal analysis. Since finding the 
eigenvalues and eigenvectors for systems of ordinary equations given in the Cauchy normal form 
is possible, calculations are presented that allow us to obtain a system of equations in the Cauchy 
normal form from a mathematical model in a differential-algebraic form through linearization. 
The extended nodal method contains derivatives of state variables in the vector of unknown, and 
the Jacobi matrix obtained at each Newton iteration of each step of numerical integration can be 
used to obtain a linearized mathematical model, but the equilibrium equations, as a rule, contain 
several derivatives with respect to time. By introducing additional variables, it is possible to re-
duce the linearized mathematical model to the Cauchy normal form, while the Jacobi matrix 
structure remains essentially unchanged. 
The proposed solution is implemented in the mathematical core of the PRADIS Gen2 PA-8 
software package, which made it possible to expand its functionality by an operator of modal 
analysis. 
The presented calculations of test schemes have shown the correctness of the method pro-
posed. 
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